
Lucrarea 10 :

Studiul barierei de potent�ial

1 Considerat�ii teoretice

Consider�am o particul�a cuantic�a ce se mi�sc�a �̂ntr-o regiune unde energia potent�ial�a

(Figura 1) este dat�a de relat�ia

U(x) =

�
U0; x 2 [0; l]

0; x 62 [0; l]
(1)
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Figura 1

Deosebim trei regiuni distincte : I, II, respectiv III, precum �si trei situat�ii �̂n

funct�ie de raportul dintre U0 �si " : " > U0; " = U0; respectiv " < U0: Vom

discuta pe rând cele trei situat�ii. Începem cu cazul " > U0: Scriem ecuat�ia lui

Schr�odinger pentru �ecare din cele trei regiuni

'1
00(x) +

2m0

~2
"'1(x) = 0 (2)

'2
00(x) +

2m0

~2
("� U0)'2(x) = 0 (3)

'3
00(x) +

2m0

~2
"'3(x) = 0 (4)
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Introducem notat�iile k21 =
2m0

~2
", respectiv k22 =

2m0

~2
("� U0) �si obt�inem pentru

ecuat�iile (2), (3) �si (4) solut�iile

'1(x) = Aeik1x +Be�ik1x = 'i(x) + 'r(x) (5)

'2(x) = Ceik2x +De�ik2x (6)

'3(x) = Eeik1x + Fe�ik2x = '� (x) (7)

Am considerat nul coe�cientul F , neavând motiv pentru existent�a undei reectate

�̂n regiunea III. Pentru determinarea coe�cient�ilor reali A;B;C;D;E facem apel

la condit�iile ce trebuie �̂ndeplinite de funct�ia de stare. Coordonatele pentru care

se pune problema continuit�at�ii funct�iei de stare �si a derivatei ei de ordinul �̂ntâi

sunt 0 �si l.

'1(0) = '2(0) =) A+B = C +D (8)

'1
0(0) = '2

0(0) =) A�B =
k2

k1
(C �D) (9)

'2(l) = '3(l) =) Ceik2l +De�ik2l = Eeik1l (10)

'2
0(l) = '3

0(l) =) Ceik2l �De�ik2l =
k1

k2
Eeik1l (11)

Am obt�inut un sistem de patru ecuat�ii cu cinci necunoscute, sistem ce este nede-

terminat. Calcul�am acum densit�at�ile curent�ilor probabilit�at�ii de localizare pentru

cele trei situat�ii : incident��a, ji, reexie, jr, �si transmisie, j�

ji =
k1~

m0

jAj2 (12)

jr = �
k1~

m0
jBj2 (13)

j� =
k1~

m0
jEj2: (14)
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Pentru coe�cientul de reexie, R, respectiv coe�cientul de transmisie, T; obt�inem

relat�iile

R =
jBj2

jAj2
(15)

T =
jEj2

jAj2
: (16)

Pentru determinarea coe�cient�ilor de reexie, respectiv de transmisie, avem nevoie

de parametri B �si E. Consider�am coe�cientul A ca �ind parametru �si rezolv�am

sistemul celor patru ecuat�ii cu patru necunoscute acum funct�ie de parametrul A.

Pentru coe�cient�ii de interes obt�inem relat�iile

B =
(k21 � k22)(1 � ei2k2l)

(k1 + k2)2 � (k1 � k2)2ei2k2l
� A (17)

E = 4
k1k2e

i(k1�k2)l

(k1 + k2)2 � (k1 � k2)2ei2k2l
�A: (18)

Cu aceste expresii pentru cei doi coe�cient�i obt�inem

R =

U2
0 sin

2

�
l

~

p
2m0("� U0)

�

U2
0 sin

2

�
l

~

p
2m0("� U0)

�
+ 4"("� U0)

(19)

T =
4"(" � U0)

U2
0 sin

2

�
l

~

p
2m0("� U0)

�
+ 4"(" � U0)

: (20)

Observ�am c�a transparent�a total�a a barierei, T = 1, apare doar pentru situat�ia
l

~

p
2m0("� U0) = n� unde n = 1; 2; 3; : : : . În aceast�a situat�ie energia particulei

ia valorile

"n = U0 +
�2
~
2

2m0l2
n2: (21)

Numai pentru aceste valori ale energiei ei particula nu vede bariera, �si putem

spune c�a particula a g�asit un tunel �̂n regiunea barierei, de unde s-a dat problemei

pe care o trat�am �̂n acest paragraf numele de efect tunel. Pentru celelalte situat�ii

T are valori subunitare, deci putem spune c�a particula nu g�ase�ste �̂ntotdeauna

tunelul.
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S�a trat�am acum situat�ia " = U0. Expresiile coe�cient�iilor de reexie �si de

transmisie se obt�in din relat�iile (19) �si (20) calcuând limita lor pentru " ! U0.

Obt�inem

R0 = lim
"!U0

R =

�
1 +

2~2

m0l2U0

��1

(22)

T0 = lim
"!U0

T =

�
1 +

m0l
2U0

2~2

��1

; (23)

valori dictate de parametrii barierei de potent�ial.

Pentru situat�ia " < U0 observ�am c�a obt�inem k22 < 0, �si, �e ne �̂ntoarcem

la �̂nceput �si relu�am calculele pentru aceast�a situat�ie, �e �̂n rezultatele obt�inute

pentru situat�ia " > U0 facem substitut�ia k2 ! ik substitut�ie ce se traduce �̂n

sink2x! ishkx. Obt�inem rezultatele

R =

U2
0 sh

2

�
l

~

p
2m0(U0 � ")

�

U2
0 sh

2

�
l

~

p
2m0(U0 � ")

�
+ 4"(U0 � ")

(24)

T =
4"(U0 � ")

U2
0 sh

2

�
l

~

p
2m0(U0 � ")

�
+ 4"(U0 � ")

(25)

Bariera dreptunghiular�a de potent�ial este un exemplu didactic ce ne permite s�a

�̂nt�elegem efectul tunel. Barierele reale de potent�ial nu sunt dreptunghiulare, dar

cum la calculul integralei am acoperit o suprafat��a oarecare cu dreptunghiuri a

c�aror l�at�ime am f�acut-o s�a tind�a la zero putem extinde procedeul �si la bariera de

potent�ial oarecare, situat�ie �̂n care coe�cientul T este dat de o expresie de forma

T = const � e

�
2

~

x2Z
x1

p
2m0(U(x)� ")dx

(26)

Efectul tunel poate explica efectul fotoelectric, emisia �, diferent�a de potent�ial

de contact, funct�ionarea multor dispozitive electronice etc.

2 Modul de lucru

În aceasta lucrare studiem transparent�a unei bariere pe potent�ial a c�arei l�argime

�si l�at�ime le putem controla. Totodat�a putem stabili �si energia particulei ce este

trimis�a spre barier�a. Putem face toate acestea cu programul SQPOT 1.
1Programul face parte dintr-un pachet de �zic�a editat la editura Springer, program pe care

autorul l-a primit gratuit
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1. Se lanseaz�a �̂n execut�ie programul sqpot.exe,

2. Prin interfat�a programului se pot stabili valoarea pentru �̂n�alt�imea barierei,

U0, l�at�imea barierei a �si energia cinetic�a particulei E0 dup�a care se ruleaz�a

programul ce va a��sa valoarea coe�cientului de transmisie al barierei.

3. Se vor studia urm�atoarele situat�ii :

(a) Pentru o barier�a de potent�ial �xat�a (U0; a) se modi�c�a valoarea e-

nergiei cinetice a particulei, �̂ntr-un interval cu limita inferioar�a sub

�̂n�alt�imea barierei, respectiv cu limita superioar�a peste �̂n�alt�imea bari-

erei, �si se ret�ine �̂n Tabelul 1 de mai jos valoarea coe�cientului de

transmisie.

Se vor considera mai multe situat�ii. Se reprezint�a gra�c coe�cientul

de transmisie T �si coe�cientul de reexie R �̂n funct�ie de raportul celor

dou�a energii E0=U0.

(b) Pentru un produs aU0 constant, obt�inut prin modi�carea celor doi

parametri, �̂n sensul p�astr�arii produsului lor constant, �si o valoare

constant�a a energiei cinetice a particulei se determin�a valoarea coe-

�cientului de transmisie. Rezultatele se trec �̂n Tabelul 2 de mai jos.
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Tabelul 1

U0 = [eV] a =

E0[eV ] T R=1-T E0=U0

6



Tabelul 2

E0 = [eV] aU0 =

a U0 T R=1-T

Se discut�a rezultatele obt�inute.
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